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Verallgemeinerung des PLANCKschen Strahlungsgesetzes
in h-c-I-Theorien
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(Z. Naturforschg. 17 a, 827—847 [1962] ; eingegangen am 24. Mai 1962)

In fritheren Arbeiten '—* wurden einige Ergebnisse mitgeteilt, die sich auf die Verallgemeinerung
des Praxckschen Strahlungsgesetzes bei Beriicksichtigung einer dritten Naturkonstante [ beziehen.
Im folgenden soll eine zusammenhingende Darstellung dieses Fragenkomplexes gegeben werden.

In Teil I werden nochmals die Griinde dargelegt, die eine Verallgemeinerung des Praxckschen
Gesetzes erwarten lassen. In Teil II wird eine allgemeine thermodynamische Spektraltheorie fiir
einphasige Systeme mit einem thermodynamischen Freiheitsgrad entwickelt. In Teil IIT wird das
gleiche Problem vom Standpunkt der Statistischen Thermodynamik untersucht. Teil IV bringt den
axiomatischen Aufbau der Theorie und die allgemeine Diskussion der Ergebnisse. Teil V ist Fragen
der modellméfBigen Interpretation gewidmet.

Das Hauptergebnis der Untersuchung (verallgemeinertes Strahlungsgesetz und Konsistenzbedin-
gungen) enthilt Andeutungen iiber die Beschaffenheit einer kiinftigen h-c-l-Elektrodynamik und
kann umgekehrt als Zulassungskriterium fiir h-c-I-Theorien benutzt werden.

Wie bereits in der genannten Arbeit % hervorgeho-
ben wird, beruht die Notwendigkeit, bei der Inter-
1. pretation der Quantentheorie des elektromagneti-
schen Feldes von allen durch die Existenz atomarer
Teilchen gegebenen Einschrankungen abzusehen, auf
der simplen Tatsache, dal diese Theorie auller A
und c¢ keine weitere Naturkonstante enthalt. Daraus
folgt, dall in einer verallgemeinerten Elektrodyna-
mik, die der Existenz atomarer Teilchen Rechnung
trigt, eine dritte Naturkonstante auftreten muf.
Inbesondere wird in einer einheitlichen Theorie der
Fundamentalteilchen, fiir die stets das Auftreten
einer dritten universellen Naturkonstante [ charak-
teristisch ist, diese Konstante auch in der Theorie
des elektromagnetischen Feldes erscheinen. Der nahe-
liegende Einwand, dafl [ mit dem Vorhandensein
endlicher Ruhmassen verkniipft ist, wahrend fir
Photonen die Ruhmasse verschwindet, ist aus ver-
schiedenen Griinden nicht stichhaltig. Erstens schlief3t
die dimensionelle Beziehung

m;=a;h/(cl)

I. Einftthrung

Wie aus den bekannten Uberlegungen von Bonr
und Rosexrewp ® hervorgeht, ist die gegenwirtige
Quantentheorie des elektromagnetischen Feldes nur
dann konsistent interpretierbar, wenn man von der
atomaren Struktur der zur Feldmessung benutzten
Probekorper absieht; insbesondere erweist es sich als
notwendig, Ladung und Masse der Probekérper un-
abhingig voneinander beliebig grofy machen zu kon-
nen. Eine solche Voraussetzung widerspricht zwar
an sich nicht der Existenz atomarer Teilchen. be-
schrankt jedoch den legitimen Giiltigkeitsbereich der
Theorie auf Feldmittelwerte iiber Gebiete, die sehr
grof} gegeniiber der Ausdehnung atomarer Gebilde
sind. Andererseits ist bekannt, daf} die gegenwirtige
Quantenelektrodynamik auch in atomaren Bereichen
bzw. bei sehr hohen Energien eine gute Ndherung
darstellt. Daraus folgt, dal} es eine Verallgemeine-
rung der gegenwirtigen Quantenelektrodynamik ge-

ben muf}, die der obengenannten Beschrankung nicht
unterliegt, also die Existenz atomarer Teilchen be-
riicksichtigt.

1 M. Strauss, Monatsber. Deutsch. Akad. Wiss. zu Berlin 2,

nicht aus, daf} sich der numerische Faktor a; fiir
Photonen zu Null ergibt. Zweitens ist uns iiber das
Verhalten von Photonen bei sehr grofier Strahlungs-
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dichte wie auch iiber das Verhalten einzelner Photo-
nen extrem hoher Energie nichts bekannt. Insbeson-
dere ist es denkbar, dal} bei grofler Strahlungsdichte
eine Art Wechselwirkung ins Spiel kommt, die eine
scheinbare Ruhmasse zur Folge hat. Auch ein Photon
sehr hoher Energie konnte durch Wechselwirkung
mit sich selbst oder mit den Nullpunktsfeldern der
tibrigen Teilchen eine scheinbare Ruhmasse erwer-
ben. Tatsachlich sind ja schon in der heutigen Theo-
rie alle reellen Teilchen durch virtuelle Prozesse mit
den Nullpunktsfeldern der anderen Teilchen gekop-
pelt. Dieser Zug der heutigen Theorie wird in einer
kiinftigen einheitlichen Theorie der Fundamental-
teilchen zweifellos in verstirkter Form erhalten blei-
ben. Denkt man etwa an eine Theorie vom HEeisex-
BERGschen ¢ Typ, so beschreibt der Feldoperator zu-
néchst tiberhaupt kein bestimmtes Teilchenfeld, son-
dern das Urfeld, das potentiell alle Teilchenfelder
enthalt. Projiziert man durch entsprechende Matrix-
bildung die nicht zum betrachteten Symmetrietypus
gehorenden Feldanteile weg. so stellt sich bei hinrei-
chender Verdiinnung asymptotisch der gewiinschte
Typ freier Teilchen ein. Zwischen diesen beiden Ex-
tremen. gekennzeichnet durch die Begriffe ,,Urfeld*
und ..freie Teilchen®, muB} es eine Ubergangszone
mittlerer Energiedichte geben. in der die [-Effekte
sich als Abweichungen vom gewohnten Verhalten
freier Teilchen bemerkbar machen und die daher
durch das Auftreten von passend zu definierenden
Quasiteilchen zu charakterisieren wire. In der Tat
laBt das verallgemeinerte Strahlungsgesetz u. a. eine
Interpretation zu, welche auf die Existenz von Quasi-
photonen (Strahlungsquanten mit impulsabhingiger
Quasimasse) hinauslduft (s. Abschn. 16). Obgleich
derartige [-Effekte wohl erst bei Energiedichten be-
trichtlich werden. bei denen die rasche wechselseitige
Umwandlung verschiedenartiger (Quasi-)Teilchen in-
einander ihre Identifizierung erschwert oder unmog-
lich macht, verschwinden in der vorliegenden Theo-
rie die [-Effekte fiir die Photonen exakt erst im kor-
respondenzmifiigen Grenzfall »— 0. so dal} sie im
Prinzip als beobachtbar anzusehen sind. (Dies ist

auch die nachtriigliche Rechtfertigung dafiir, daf} die

S H. P. Dtrr, W. Hersexerc, H. Mirter, S. Scuuieper u. K.
Yamazaxr, Z. Naturforschg. 14 a, 441 [1959]. — H.-P.Dirr,
Z. Naturforschg. 16a, 327 [1961]. — H.-P.Dirr u. W.
Heisexsere, Z. Naturforschg. 16 a, 726 [1961].

7 Wir meinen hier natiirlich die volle konforme Gruppe in
4 Dimensionen, die gegeniiber der Lorenxtz-Gruppe fiinf
zusitzliche echte Erhaltungssitze liefert.
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tibrigen Teilchenfelder hier nicht explizit beriicksich-
tigt werden.)

Ein weiterer Grund, weshalb in einer einheitlichen
Theorie der Fundamentalteilchen mit einer Verall-
gemeinerung der gegenwirtigen Elektrodynamik ge-
rechnet werden mulf}, ist folgender: Die MaxweLL-
sche Theorie, die der heutigen Quantenelektrodyna-
mik zugrunde liegt. nimmt bekanntlich insofern eine
Sonderstellung ein, als sie nicht nur Lorentz-, son-
dern auch konform-invariant ist?. Diese Sonder-
stellung diirfte in einer einheitlichen Theorie ver-
loren gehen . Die einfachste Annahme dariiber, wie
dies zustande kommen kann, ist wieder. dal} eine
absolute Lange in die Theorie eingeht.

2.

Der Grund, weshalb wir ein Problem der Elektro-
dynamik als Studienobjekt wihlen, obgleich hier
keinerlei experimentelle Tatsachen zu einer Abinde-
rung der Theorie dréngen, ist ein rein methodischer.

Fir Teilchen mit nicht-verschwindender Ruh-
masse m kann die kiinftige h-c-I-Theorie keine kor-
respondenzméllige Verallgemeinerung der heutigen
Quantenfeldtheorie sein, da der Grenziibergang
l— 0 zu m — o~ fiihrt, also keinen korrespondenz-
miBigen Ubergang zur heutigen Theorie ergibt.
[Vom Standpunkt der kiinftigen Theorie stellt die
heutige Theorie, soweit sie mit endlichen Ruhmassen
(Renormierung) operiert, bereits eine partielle Anti-
zipation der kiinftigen Theorie dar.] Dieses Fehlen
eines Korrespondenzprinzips der iiblichen Art unter-
scheidet die heutige Situation grundsitzlich von der
Situation vor Aufstellung der Quantentheorie (oder
auch der Emsteinschen Relativitidts- und Gravita-
tionstheorie) und hat zur Folge, daly die Zahl der
in Betracht zu ziehenden h-c-[-Theorien uniiberseh-
bar ist. Eine Ausnahme bildet hier nur die Elektro-
dynamik: fiir sie mu der Ubergang [— 0, h— 0
zur MaxweLLschen Theorie fithren, und dieser Uber-
gang ist mit einem Verschwinden der Ruhmasse auch
nach obiger Formel vertriglich. Dartiber hinaus muf}
hier auch der Grenziibergang {— 0 zur alten Quan-

8 Die Tatsache, daB die Heisexsercsche nichtlineare Spinor-
gleichung ® gegeniiber der einparametrigen Gruppe der
»Skalentransformationen® [— I, zt—7 zi, p—>n—"l2p
invariant ist, hat mit konformer Invarianz im genannten
Sinne nichts zu tun; insbesondere liefert sie keinen echten
(vierdimensionalen) Erhaltungssatz. — Fiir eine ausfiihr-
liche Begriindung vgl. H. StevpeL, Z. Naturforschg. 17 a.
129, 133 [1962].
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tenelektrodynamik zuriickfiihren, sofern nur der
Koeffizient a fiir das Photonenfeld verschwindet.

Da die Grenziiberginge [ — 0, h — 0 nicht vertausch-
bar zu sein brauchen, folgt iibrigens, daB die h-c-I-
Elektrodynamik fiir A — 0 nicht unbedingt zu einer
verniinftigen oder auch nur konsistenten ,klassischen®
Theorie zu fithren braucht. Das Suchen nach einer klas-
sischen Verallgemeinerung der MaxwerLschen Gleichun-
gen, die dann zu quantisieren wire, ist also methodisch
zumindest zweifelhaft. Andererseits ist aber auch der
Ubergang von der gegenwirtigen (h-c-) Elektrodynamik
zur h-c-l-Elektrodynamik trotz des hier giiltigen Kor-
respondenzprinzips ein ungelostes und schwer zu losen-
des Problem, da es bisher keinerlei experimentelle Fin-
gerzeige in dieser Richtung gibt.

Dies sind die Griinde, weshalb wir uns im folgen-
den auf ein spezielles Problem der h-c-I-Elektrodyna-
mik beschrianken, bei dessen Behandlung aufler dem
Korrespondenzprinzip noch der ganze Apparat der
Thermodynamik, einschl. der Statistischen Thermo-
dynamik, zur Verfiigung steht. Das dabei erhaltene
Resultat ist zwar, entsprechend den sehr allgemeinen
Voraussetzungen, selbst noch recht allgemein, hat
aber dafiir den Vorteil, von willkiirlichen Annahmen
unabhéngig zu sein. Es kann daher als Kriterium
fur die Zulassigkeit spezieller A-c-l-Theorien benutzt
werden.

3.

Die dritte Naturkonstante wird im folgenden durch
vo=cfly (1)

reprisentiert; dabei kann [, die Heisexseresche
Elementarlidnge oder irgendeine andere universelle
Léangenkonstante bedeuten. Wir werden sogar den
Fall zulassen, daf} [, eine kosmische Liange ist; der
korrespondenzmifBige Ubergang zur alten Theorie
ist dann nicht durch [;— 0, sondern durch [j— ~
gegeben. Wichtig ist nur, daf} in der Theorie aufler
der dimensionslosen Variablen

x=hv[(kT) (2)
jetzt noch eine zweite dimensionslose Variable
y=/v (3)

auftritt. Dies hat zur Folge, dal mit der Giltigkeit
des Wiexschen Verschiebungsgesetzes nicht mehr zu
rechnen ist. In der Tat lauten die Dimensionsformeln

9 Der Ausdruck Modellfunktion soll darauf hinweisen, daf
diese Funktionen erst durch ein mathematisches Modell
des Strahlungsfeldes bestimmt werden konnen. Der Zusatz
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fiir die Spektralfunktion der Energiedichte

h-c-Theorie: (a) o(v,T) =4 Vash f(@),
C

h-c-l-Theorie: (b) o(»,T) =A ";" Flz,y). (4

Das Wiensche Verschiebungsgesetz ergibe sich also
nur, wenn die Funktion F nicht von y abhingen
wiirde.

Genauer iiberlegt man folgendermaflen. Wesent-
lich fiir die thermodynamische Begriindung des
Wiexschen Verschiebungsgesetzes sind die beiden
Bedingungen
1 4

3V
Dabei ist (v, T) die thermodynamische Spektral-
funktion des Druckes (spektrale Druckdichte). Die
hier auftretenden Zahlenfaktoren (1/3) stammen
aber nicht aus der Thermodynamik, sondern aus
dem zugrunde gelegten mathematischen Modell des
Strahlungsfeldes (MaxweLLsche Theorie, klassisches
Photonengas, oder quantisierte MaxwerLsche Theo-
rie). In der allgemeinen thermodynamischen Theo-
rie der Strahlung, die sich nur auf die Existenz der
Spektralfunktion ¢ (v, T) stiitzt, hat man die obigen
Gleichungen durch folgende zu ersetzen:

a(»T)=6(zy) o T) (5)
» - - &(y) '6; (adiab. Exp.). (6)

V4

a(»,T) = :lig (»,T), d:’ = (adiab. Exp.).

Die hier eingefiihrten dimensionslosen Funktionen
G und g nennen wir die thermodynamischen Modell-
funktionen?® der Strahlung; innerhalb der reinen
Thermodynamik spielen sie die Rolle von unbe-
stimmten Parametern. Die Thermodynamik allein
liefert nur den Zusammenhang der Funktion F (z,7)
mit den beiden Modellfunktionen G (2, %) und g(y).
Dieses Problem wird in Teil IT gelost.

4.

Ganz analog sieht das Problem vom Standpunkt
der statistischen Thermodynamik aus. Wir spalten
alle Spektralfunktionen nach dem Vorbild

o T)=n(») U (»T) (7)

auf, wo der erste Faktor die Anzahl der Freiheits-
grade pro Volum- und Frequenzeinheit ist, wiahrend

»thermodynamisch® dient zur Unterscheidung von den spi-
ter einzufithrenden ,,statistischen* Modellfunktionen.
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der zweite Faktor den Mittelwert der betreffenden
Grole, also hier der Energie, pro Freiheitsgrad dar-
stellt. Da der erste Faktor aus Dimensionsgriinden

die Form
8

5 V1) (8)
hat, tritt hier an Stelle der Funktion g(y) die Funk-
tion y(y) als Modellfunktion auf. Wenn wir noch
die zu einem Freiheitsgrad gehorige Zustandssumme

Q¥ (»,T) = &, exp{—&,(»/kT} (9)
einfithren und die Dimensionsformel

en(v) =hvI,(y) (10)

beriicksichtigen, so wird klar, daf} wir hier an Stelle
der einen zweistelligen Funktion G(z, 7) eine Schar
von einstelligen Funktionen I',(y) als Modellfunk-
tionen haben.

Der Zusammenhang der beiden thermodynami-
schen Modellfunktionen g(y) und G(z,y) mit den
statistischen Modellfunktionen x(y) und I',(y)
wird sich in Teil III herausstellen. — Erst nach
Klarung dieser Grundlagen werden wir in Teil IV
an den axiomatischen Aufbau der Theorie schreiten.

n,(v) =

[I. Thermodynamische Grundlagen

Wir bringen zunéchst den mathematischen Apparat
der Thermodynamik in eine fiir unsere Zwecke geeig-
nete Form. Die entscheidenden Gesichtspunkte sind da-
bei folgende: Erstens haben wir es in der Strahlungs-
theorie immer mit rdumlichen Dichten zu tun. Wir
schreiben daher in Abschnitt 5 die Fundamentalglei-
chungen fiir die thermodynamischen Potentiale auf Po-
tentialdichten um. Zweitens ist zu beriicksichtigen, dal}
die integrale schwarze Strahlung ein System von nur
einem thermodynamischen Freiheitsgrad ist; die ent-
sprechenden Formeln werden in Abschnitt 6 zusammen-
gestellt. Drittens sind die Fragen zu untersuchen, die
sich aus der Existenz einer spektralen Energiedichte-
verteilung o (v, T) ergeben, also vor allem die Frage
der Existenz, Eindeutigkeit und Abhingigkeit von
thermodynamischen Spektralfunktionen fiir die iibrigen
thermodynamischen Groflen. Dies geschieht in Ab-
schnitt 7.

5. Potentialdichten

Wir fithren programmgemill zu jedem Potential
die entsprechende Dichte ein nach dem Definitions-
schema

Potentialdichte = Potential/Volumen.

Selbstverstandlich durfen wir nicht voraussetzen,
daf} diese Dichten wieder Potentiale sind; sind sie
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es. so nennen wir sie Dichte-Potentiale.
Es seien also

u= U[V = Energiedichte, (11)
s= S/V = Entropiedichte, (12)
/= F/V =Dichte der freien Energie, (13)
j= J/V =Massieusche Dichte, (14)
h =H|V = Enthalpiedichte, (15)
g = G|V = Gisassche Dichte. (16)

Aus der Definition der Funktionen F, J, H. G folgt

dann

f=u—-Ts, (17)
j=—u/T+s=—f/T, (18)
h=u+p, (19)
g=u—Ts+p=f+p. (20)

Die ,,Fundamentalgleichungen® (FG) und die zu-
gehorigen Integrabilititsbedingungen (IB) lauten
nun wie folgt 1%:

1. unabhingige Variable: s, V'

du(s,V)=Tds—[p+u—sT]dV/V,

(FG) (21.1)

T =u;, (21.2)
p=—u+sus—Vup, (21.3)
f=u—sus, (21.4)
j=s—ufus, (21.5)
sTs—ps—VTy=0; (IB) (21.6)

2. unabhingige Variable: u, V/

ds(u, V) =du/T + [ (p+u) [T —s) dV|V,

(FG) (22.1)

T=1/s,, (22.2)
p=s/syu—u+V sp/sy, (22.3)

f=u—s/s,, (22.4)

J=8=18; (22.5)

(p+u) Ty—Tp,—VTy=0; (IB) (22.6)

3. unabhiingige Variable: T,V
a) df(T.V)=—sdT —[p+f]1dV/V,

(FG) (23.1)

p=~f=Ffr, (23.2)

10 Ein unterer Index bedeutet im folgenden stets Differentia-
tion nach der jeweiligen Variablen.
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u=f——TfT, (233)
g — 1, (23.4)
= ~ fIT, (23.5)

Pr—S— Vsyp=0; (IB)  (23.6)

b) dj(T,V) = (u/T?) dT + [p/T —j1 dV[V,

(FG) (24.1)

p=Tj+TVjy, (24.2)
u=T?jr, (24.3)
s=j+Tir, (24.4)
f=-Tj, (24.5)
Tpr—p—u—Vuyr=0. (IB) (24.6)

Wie man sieht, sind die Potentialdichten u(s, V),
s(u, V), f(T,V), j(T,V) simtlich Dichtepotentiale.
Die Potentialdichten A und g sind dagegen keine
Potentiale. Es wird namlich

dh=Tds+dp+ [Ts—h]dV/V, (25)
dg=dp—sdT —gdV/V . (26)

Man hat hier drei Moglichkeiten, unabhingige Vari-
able zu wahlen:

dh! (p,V) =[1+Ts,] dp
+[Ts—h +TVsy]dV/V,
dh (s, V) =[T +psl ds+ [Ts—hT+V pyl dV/V,
(25™)
di(s,p) =[T+ (Ts—h) V1V ] ds
+[1+ (Ts—AT) V1V,]1dp, (25™)
dg' (p,V) =[1—sTpldp—[g'+sV Tyl dV/|V,

(26%)
dg! (T, V) =[pr—s] dT + [V py— g™ dV/V,
(26™M)
ngII (p’ T) = [1 — gIII V—l Vp] dp
—[s+gU V1 Vy]dT. (26MM)

Offenbar ist keine dieser Funktionen ein Potential
fiir die iibrigen Groflen. Dies entspricht dem Um-
stand, daf} die Groflen H und G nur dann Potentiale
sind, wenn sie als Funktionen von S, p bzw. T, p
aufgefallt werden, wihrend in den Potentialfunktio-
nen U, S, F, ] stets V' eine der beiden freien Vari-
ablen ist.

6. Systeme mit einem thermodynamischen
Freiheitsgrad

Aus den Fundamentalgleichungen (21.1) bis
(24.1) folgt

wp=—Tsp=fy=—T jp=—glV.  (27)
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[Die letzte Gleichung ergibt sich aus (20) und
(23.2).]

Wie zu erwarten, werden also alle Dichtepoten-
tiale u(s, V), s(u, V), f(T,V), j(T,V) von V un-
abhingig, falls eines von ihnen von V' unabhingig
ist. Die hinreichende und notwendige Bedingung
hierfiir ist, daf} die GiBBssche Dichte g verschwindet:

g=0.

Systeme mit dieser Eigenschaft heillen Systeme mit
einem thermodynamischen Freiheitsgrad. Die Wahl
zweier unabhéngiger Variabler ist dann durch die
Wahl einer unabhéngigen Variablen aus der Reihe

T,p.u,s,f,j

zu ersetzen. Fur das Folgende wahlen wir T als un-
abhéngige Variable und bezeichnen die abhidngigen
Groflen als Funktionen von T durch ein aufgesetz-
tes ,,0“:

p=p(T), w=u(T), etc.

Die Gleichungen aus Abschnitt 5 reduzieren sich
dann auf folgende Gleichungen:

2=p+u—Ts=0 (28)
ar=TS 1, fr=—2%, (29),(30)
jr=T"%4%, pr=25, (31),(32)
p=—f=T7, h=T3. (33).(34)

Aus (28) und (32) folgt noch
Tr—p— % =0 (35)

Gilt fiir die Energiedichte w ein T"-Gesetz, so wird

% =(n-1) 5=”:1 TS

(=D Ti="""k (k1)

falls die Integrationskonstanten =0 gesetzt werden.

7. Spektraltheorie

Die Theorie der Wirmestrahlung beginnt mit
der Feststellung, daf} die integrale schwarze Strah-
lung ein System mit einem thermodynamischen Frei-
heitsgrad (im Sinne von Abschnitt 6) ist, so dal}
die Energiedichte nur von der Temperatur abhingt:

u=u(T).

Die Spektraltheorie der Warmestrahlung beginnen
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wir mit der (aus den Kircuuorrschen Satzen ableit-
baren) Feststellung, daB es in der unendlichen Man-
nigfaltigkeit von Spektralfunktionen f(v,T), defi-
niert durch die Forderung

[ [, T) dv=u(T), (36)
()
eine ausgezeichnete Funktion f*(», T) mit folgender
zusitzlichen Eigenschaft gibt 1:

Alle Systeme mit einer Energiedichte der Form

w(Tsv, )= [ fT) dv

vy

(37)

mit beliebigen Werten von », und », (und mit

gleichem T') 12 sind mit sich selbst (und miteinan-

der) 2 im thermischen Gleichgewicht, so daf auf
jedes derartige System die Thermodynamik an-

wendbar ist 13,

Zum Unterschied von anderen Spektralfunktionen,
die keinerlei physikalische Bedeutung haben, nennen
wir diese ausgezeichnete Spektralfunktion die zur
Energiedichte #(7) gehorende thermodynamische
Spektralfunktion und bezeichnen sie wie iiblich mit
o(».T):

ff»T) =0(»T). (38)

(Die Kircunorrschen Sitze besagen noch, dafi o
eine ,,universelle“ Funktion ist. also nur universelle
Konstante wie k, h, ¢, [ enthalten kann.) Durch
eine der obigen Forderung analoge Forderung lafit
sich der Begriff der thermodynamischen Spektral-
funktion fiir jede beliebige GroBe der Art a(T)
festlegen. Die Hauptfrage, die sich nun ergibt, lau-

11 Gewdhnlich beruft man sich bei der Einfiihrung der thermo-
dynamischen Spektralfunktion ©(», T) im AnschluB an
Kircunorr auf die Proportionalitit von spektralem Emis-
sions- und Absorptionsvermégen. Die folgende Charakteri-
sierung stellt einen Versuch dar, ohne eine derartige Be-
rufung auf die Wechselwirkung zwischen Strahlung und
ponderabler Materie auszukommen. — Vgl. auch Anm. 13,
Von diesem Zusatz wird im folgenden kein Gebrauch ge-
macht.

13 Hieraus folgt insbesondere, dafl die differentielle Energie-
dichte

du=u(T;v,v+dv)=f*,T) dv

eindeutig durch die Funktion f* bestimmt ist und daher
mit der beobachteten Energiedichte der Schwarzen Strah-
lung im Spektralbereich [v, v+4-d»] identifiziert werden
kann. — Die Frage, ob die beobachtete Spektralverteilung
wan sich® vorhanden ist oder erst durch den Spektral-
apparat geschaffen wird, ist dabei irrelevant. Auch dies
erscheint uns als ein gewisser Vorteil der hier benutzten
Methode.

Die Einfiihrung eines derartigen Systems mit abgeschnit-
tenem Spektrum ist absolut unvermeidlich, wenn man aus
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tet: was lafit sich auf Grund der Thermodynamik
iiber die Existenz von thermodynamischen Spektral-
funktionen fir die tibrigen Gréflen und den Zusam-
menhang dieser Funktionen aussagen.

Zunichst konnte man versucht sein zu glauben,

dal} hier iiberhaupt kein Problem vorliegt, da gemif}
Abschnitt 6 durch

W)=/ o T) dv
(

D)

(39)

alle anderen thermodynamischen Groflen (bis auf
evtl. Integrationskonstanten) bestimmt sind. So wird
z. B., Vertauschbarkeit der Integrationen vorausge-
setzt,

$(T) = /‘dvfrdTT,' or, T,

(40)
)
” . L
im=[® [ ZsemT), (41)
O
T
2 _ [ AT 7
p(T) = / dv T / (T,)2g(»,T). (42)

)

Es fragt sich jedoch, ob die hier auftretenden Spek-
tralfunktionen die thermodynamisch ,richtigen®
sind. Wiren sie es, so gibe es nur eine thermodyna-
misch unabhingige Spektralfunktion. Um die ge-
nannten Fragen zu kldren, betrachten wir ein Sy-
stem ¥ mit der Energiedichte

v

A1) = [ o, T) &

.

(43)

Ymin

der mikroskopischen Spektralvariablen » eine makrosko-
pisch kontrollierbare Grole machen will, wie dies fiir eine
thermodynamische Spektraltheorie unerldfilich ist. Die tra-
ditionelle Behandlung des Problems krankt u. a. gerade
daran, daf} sie dies zu tun unterldft: sie mufl dann zu
mikroskopischen Betrachtungen Zuflucht nehmen, die dem
Geist der Thermodynamik widersprechen. Ein eklatantes
Beispiel hierfiir ist die Benutzung der Formel fiir den
Dorrrer-Effekt zur Berechnung der Frequenzinderung bei
adiabatischer Expansion. Abgesehen davon, dal es sich
hier modellméBig betrachtet nicht um individuelle DoprLEr-
Effekte oder Reflektionen, sondern um ein Eigenwertpro-
blem mit zeitlich variablen Randbedingungen handelt, ist
eine derartige mikroskopische Analyse fiir thermodynami-
sche Zwecke vollig iiberfliissig. Fiir unsere Zwecke ist sie
zudem unbrauchbar, da wir das richtige h-c-[-Modell nicht
kennen. — Praxck hat stets betont, dafl man einem belie-
bigen spektralen Teil der schwarzen Strahlung eine Tem-
peratur zuschreiben kann, hat aber die sich daraus er-
gebende methodische Konsequenz nicht gezogen. Wir ge-
hen hier also einen Schritt in der Richtung, die Pranck
gewiesen hat.
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und dem Volumen V. Da ein solches System zwei
thermodynamische Freiheitsgrade besitzt, konnen
auf es die Formeln von Abschnitt 5 angewandt wer-
den. Insbesondere existieren also die Funktionen

p(»;T)=p §(;T)=s(u,V), (44),(45)
fos Ty =f(T, V), js;T)=j(T,V). (46),(47)
Entsprechend  o(»,T) =, (v; T) (48)

sind nun die tibrigen thermodynamischen Spektral-
funktionen wie folgt zu definieren 15:

a(T)=p,(»;T), (49)
o, T) =5, 31 = (3) s+ (3 ) av, (50)
o, T) = (03 T) = (78’5) fr, (51)
1) =5 031 = (30) v (52)

Da das betrachtete System nur zwei thermodynami-
sche Freiheitsgrade hat, miissen zwischen den fiinf
Groflen (48) bis (52) drei unabhéngige thermo-
dynamische Identitdten bestehen. Zwei Identititen

folgen aus den Definitionsgleichungen (17), (18),
namlich
[p=0-To]I11, [(=—o/T]IL].
(53),(54)

Die dritte Identitit ergibt sich aus dem Ersten und
Zweiten Hauptsatz. Die durch die Hauptsétze impli-
zierten Relationen erhilt man am bequemsten, wenn
man die unter 3 a) oder 3b) stehenden Formeln
von Abschnitt 5 bei konstantem 7' nach v differen-
ziert, nachdem man zuvor entsprechend (44) bis
(47) substituiert hat. Da in diesen Formeln auch
Ableitungen nach V' vorkommen, ist dabei Folgendes
zu beachten.

Da das betrachtete System zwei thermodynamische
Freiheitsgrade hat, gelten Gleichungen von der Form

dv=vada+»sdf, (55)

wo a, f§ irgendzwei unabhingige thermodynamische
Variablen sind, mit der Integrabilitdtsbedingung

(56)

Werden als unabhingige Variable T und V' gewéhlt
— wie fiir die Potentiale f und j —, so schreiben
wir (55) in der Form

dv= —gv dV7+gv,7

Vaf = Vfa .

(57)

15 Der obere Index T bedeutet, dafl die Differentiation bei
konstantem T erfolgt.
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Die zugehorige Integrabilititsbedingung lautet

1 2

Tgr+Vgr=0 (IB). (58)
Die Formeln (23.2) bis (23.6) bzw. (24.2) bis
(24.6) ergeben dann folgendes:

) a=—gll-g—vgliare (59)
o= @-Tor, (60)

— | [I;] (61)

=—(p/T’ (62)
ap—o|l—g—vg)+gve, =0; (IB) (63)

b) :z=TL[l~}1—”<M—T§Wv’ (64)
0=T%p, (65)
o=t+Tr, (66)
=T, (67)
Tap—a—g(l—g—vg|+gve, ~0. (IB) (68)

Sieht man von den Gleichungen ab, die }g enthalten
und daher keine thermodynamischen Identitdten dar-
stellen, so erhilt man also in der Tat genau eine
neue unabhéngige Identitat, z. B. (61).

Das gleiche Ergebnis erhilt man, wenn man statt
von 0(»,T) von irgendeiner anderen thermodyna-
mischen Spektralfunktion ausgeht.

Damit ist bewiesen:
Hauptsatz der Spektraltheorie: Besitzt ein System
mit einem thermodynamischen Freiheitsgrad eine
thermodynamische Spektralfunktion, so existieren
samitliche iibrigen thermodynamischen Spektral-
funktionen; von diesen Spektralfunktionen sind
genau zwet thermodynamisch unabhdngig, nim-
lich a(v, T) und irgendeine andere.

Ein weiteres bemerkenswertes Ergebnis ist, daf}
nur die Spektralfunktionen ¢ und ¢ wieder Poten-
tiale fiir die iibrigen Spektralfunktionen (mit Aus-
nahme von «) sind (und fiir 7, falls man é kennt) ;
die iibrigen Spektralfunktionen sind jedoch keine
Potentiale. Dies hat zur Folge, daf} bei der Berech-
nung der iibrigen Spektralfunktionen als Funktionen
von o noch eine willkiirliche Funktion von » als

Integrationskonstante auftritt. So wird z. B.
T

o T) =0/T+ [ (@/T"®) dT' ~0,(»),  (69)
T

(0, T) = [ (o/T) dT' ~ 0y (), (70)
1 1 T 7 4
a0 T) = (1—g—v2) T|[ (o/T™ dT’ — 0y (») |
T

—vg T [ (@fT%) dT =00®) |. (71)
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Vergleicht man nun diese Spektralfunktionen mit
den Integranden von g‘(T), ;(T),z(;(T) in (40) bis
(42), so sieht man, dal} die beiden ersten Integran-
den mit o(»,T) bzw. ¢(»,T) iibereinstimmen, falls
man die Entropiekonstante oy (») =0 setzt. Dagegen
ist der Integrand von p (T) in (42) im allgemei-
nen von der thermodynamischen Spektralfunktion
(v, T) (71) auch fiir 6,=0 verschieden. Die hier
entwickelte Spektraltheorie fiihrt also nicht nur zu
eindeutigen, sondern auch zu anderen Resultaten als
die mathematisch willkiirliche Identifizierung der
Integranden von (40) bis (42) mit den thermo-
dynamischen Spektralfunktionen.

Die obigen Formeln gelten allgemein, d.h. un-
abhéngig von allen Annahmen iiber die Funktionen

1 2 2
gund 2. Da g in die Formeln fiir die Spektral-
funktionen nicht eingeht. ist von vornherein klar,

daB g fiir die allgezneine Theorie keine Bedeutung
hat. Die Funktion ¢ kann somit allenfalls von der
Art und Weise abhiangen, in der das betrachtete
System realisiert wird 16, nicht aber von den in-
hirenten Eigenschaften des Strahlungsfeldes bzw.
seines mathematischen Modells. Wenn man also
irrelevante Eigenschaften des Strahlungshohlraumes
(Beschaffenheit der Wande) aus der Theori? elimi-
nieren will, mufl man verlangen, daf} ;' von g unab-
hingig wird. Hinreichend hierfiir ist, dafl man

¢ = 0 setzt. Wir zeigen dann, daB} dies auch notwen-
dig ist.

Wir gehen davon aus, dal} als Argumente der

2
dimensionslosen Funktionen ¢ nur die dimensions-
losen Variablen

O=kT/(hvy), B=V/P

auftreten konnen; dabei ist gemaf (57) y als Funk-
tion der beiden anderen Variablen aufzufassen. Die
Integrabilititsbedingung (58) lautet dann

y =y,

L .2 2.1 1.2 i
Og+Pg+2ys—8yg =0. (58")

16 Die einzige Bedingung, die die Winde des Strahlungshohl-
raumes erfiillen miissen, damit das betrachtete System
realisierbar wird, ist die, daf} sie keinen Mechanismus ent-
halten, durch den ein Energicaustausch zwischen den Fre-
quenzbereichen (0,7] und (v, o©) vermittelt wird. Diese
Bedingung ist auf verschiedene Weisen erfiillbar, z. B.
durch folgende Festsetzungen:
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; 23 % s @ 5
Damit g von g:unabhingig wird, mul man also in
der Tat

EEO

(72)
setzen. Damit aber wird
1
20=0. (73)

Ferner ist zu verlangen, dall der integrale Strah-
lungsdruck}c; (T) nicht vom Volumen abhingig wird.
Diese Bedingung ist wegen (71) dann und nur dann
erfiillt. wenn

(74)
(73) und (74) besagen, daBé nur noch eine Funk-
tion von ¥ sein kann:

L L.

1
B4} =0.

Wir zeigen nun, dal} diese Funktion mit der durch
(6) definierten Modellfunktion g identisch ist. Defi-

nitionsgemal} bezieht sich letztere auf eine adiabati-
1
sche Volumanderung (6Q =0), wéhrend sich ¢ im

allgemeinen, d. h. fiir ¢ =0, auf eine beliebige Zu-

- standsiinderung bezieht. Ist jedoch ¢ = 0, so hingt

nach (57) die Anderung von » nur noch von der
Voluménderung ab. Dies entspricht einem Hohlraum
mit spiegelnden Winden. Dann ist aber jede Zu-
standsinderung adiabatisch. Wir haben also

2 =g(y) (75)

8. Thermodynamische Grundgleichung fiir o
und Konsistenzbedingungen

Um eine thermodynamische Aussage beziglich o
zu erhalten, mufl man jedenfalls den Ersten und
Zweiten Hauptsatz benutzen. Die Logik lehrt, daf}
der Gehalt (= Menge aller Folgerungen) einer Kon-
junktion von zwei Sitzen im allgemeinen grofler ist
als die Summe der Gehalte der beiden einzelnen
Sdtze. Um die thermodynamische Maximalaussage
iiber o zu erhalten, empfiehlt es sich daher, nicht

Beschaffenheit der Wande
. —— Wandtemperatur
im Intervall im Intervall T
(0,7] (v, o)
(a) absorbierend reflektierend Tw=T
(b) reflektierend = absorbierend Tw=0
(c) reflektierend reflektierend T'w beliebig
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den Ersten und Zweiten Hauptsatz nacheinander an-
zuwenden '7, sondern eine Gleichung zu benutzen,
die beide Hauptsitze enthilt. Diese Bedingung wird
von jeder der in Abschnitt 5 angegebenen Integra-
bilitatsbedingungen fiir die thermodynamischen Po-
tentiale erfullt. Am bequemsten fiir unsere Zwecke
erweist sich die Benutzung der Integrabilitatsbedin-
gung (24.6) in der spektralen Form (68), die
o(»,T) mit z(».T) und g verkniipft. Fiihrt man in
(68) statt 7(», T) die durch

a(»T)=6G(x.y) o(».T) (5)

definierte dimensionslose Funktion G ein, so ergibt

sich

|o[1+6G—g—yg,+26,] —gvo, —GT or=0.|
(76)
Dies ist eine ,.streng-lineare” partielle Differential-
Gleichung fiir 0. die die beiden dimensionslosen Mo-
dellfunktionen g und G als Parameter enthalt; wir
nennen sie die thermodynamische Grundgleichung
fir o.
In der alten Elektrodynamik (MaxweLLsche Theo-
rie, Photonentheorie, quantisierte MaxweLLsche
Theorie) gilt

g=G=1/3,
so dal} sich (76) auf
30-vo,—Tor=0,

d. h. auf das Wiensche Verschiebungsgesetz redu-
ziert. Demgemaf} stellt (76) den allgemeingiiltigen
(rein thermodynamischen) Beitrag zum Wienschen
Verschiebungsgesetz dar, wihrend g=G=1/3 den
Anteil der MaxweLLschen Theorie bzw. der Photo-
nentheorie an diesem Gesetz darstellt.

Fihrt man statt » und 7 als unabhéngige Variable
2 und y ein, so geht (76) iber in 18

o[1+G—g-ygy+26:] —gyoy

+[6—glwo,=0. (77)
Schreibt man ¢ in der Form
)3
0=4" 1 F(zy), (4)

17 Ein solches Verfahren wird bei den elementaren Beweisen
des Wiexschen Verschiebungsgesetzes benutzt. Diese Be-
weise sind jedoch auch auf der Grundlage der MaxweLt-
schen Theorie nicht schliissig, da in ihnen die Invarianz
von 0/»® und »/T nur gegeniiber adiabatischen Zustands-
anderungen, nicht aber — wie es nitig widre — gegeniiber
der vollen Gruppe der reversiblen Zustandsdnderungen be-
wiesen wird. Aullerdem enthalten die elementaren Beweise
noch andere Fehler — vgl. Anm. ¥ —. Auf die vermutliche
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so ergibt sich fiir die dimensionslose Funktion F die
Differential-Gleichung

F(1+G-4g-yg,+26G,] —gyF,
+(G—-g) xk.=

Diese Gleichung enthilt die Antwort auf unsere ein-
gangs gestellte Frage: sie gibt den rein thermodyna-
misch bedingten Zusammenhang zwischen F(z,y)
und den beiden Modellfunktionen G (z, y) und g(y).

Die Grundgleichung (76) fiir 0 bzw. (78) fir F
enthélt noch nicht alles, was die Thermodynamik
tiber den Zusammenhang der Funktionen o, G, g
bzw. F, G, g aussagen kann. Dies beruht darauf,
dal} sie durch Differentiation aus der Integrabilitats-
bedingung (24.6) abgeleitet wurde. Wir miissen da-
her nachpriifen, ob sich bei der Integration iiber »
die Beziehung

(78)

Tpr—p—u =0 (35)
ergibt. Man findet, da} dies nur dann der Fall ist,
wenn

Ymax

ly g0l =0

Ymin

(79)

ist. Gehen wir andererseits in der Ausgangsgleichung

Tpr—p—u=Vup=—gvo (24.6)
zum limes (¥ — ¥pay), so erhalten wir

Tpr—p—u=—lim[ygel.
Y= Ymax

Folglich miissen die beiden limes einzeln verschwin-
den:

lim [ygo]l =0, lim [ygo]=0.]

| ¥=¥Ymax Y= Ymin

(79a),(79b)

Diese limes-Bedingungen bezeichnen wir auch als
thermodynamische Konsistenzbedingungen. Da ge-
méif} (76) o als Funktional von G und g aufzufassen
ist, sind die limes-Bedingungen (79) als Bedingun-
gen fir die Modellfunktionen G und g zu betrach-
ten; sie sichern die thermodynamische Konsistenz
des jeweiligen Modells.

Fehlerhaftigkeit der elementaren Beweise des Wienschen
Verschiebungsgesetzes wurde der Verfasser seinerzeit von
R. Eisexscurrz aufmerksam gemacht.

18 Wir benutzen die ,physikalische Schreibweise®, d. h. wir
schreiben fiir die durch

00, T)=0(x, y)

-
definierte Funktion 0 wieder o .
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Die GIn. (76), (79a), (79b) enthalten alles, was
sich mit rein thermodynamischen Mitteln {iiber

o(».T) bzw. die Modellfunktionen G, g aussagen
lapt.

lII. Statistische Thermodynamik

9.

Vom Standpunkt der Statistischen Thermodyna-
mik bedeutet die Existenz der Spektralfunktion
o(».T) die Existenz einer mittleren Energie pro
Freiheitsgrad

U® (v, T)
gemil} der Aufspaltung
o(v,T) =n,(v) U (».T). (7)

Dabei ist n.(v) die Anzahl der Freiheitsgrade pro
Volumen- und Frequenzeinheit.

Die Existenz der Funktion U® (»,T) bedeutet
weiter. da} man die Statistische Thermodynamik auf
das System anwenden kann, das die mittlere Ener-
gie U") besitzt. Dieses System bezeichnen wir in
Anlehnung an den Sprachgebrauch als Strahlungs-
oszillator (der Frequenz »). Fiir dieses System gel-
ten also die Formeln

0= N exp{—e,(1/(kT)}

(Zustandssumme) (80)

FO) = _ETInQ®, (81)
U® =F0) —T Fp®
= En(”)ie’flr{{o?r;n QUGN = w (82)
( JF () v 8
Ne= — S8 _ o V0
P v —87h

_vg Sepexp{—e,/(kT)} _ ~105 ()
: n 06 =gV lven(v), (83)

0) = _ OFC)
S aT
- ) o 1 Senexp{—en/(kT)}
kln QR4 — oo . (84)
Jrlo = 5}) =kIn Q. (85)

Diese Funktionen nennen wir Oszillatorfunktionen.
Der obere Index (v) dient hier nur zur Unterschei-
dung dieser Funktionen von den bereits eingefiihr-
ten Funktionen.

M. STRAUSS

Man kann nun die spektralen Dichtefunktionen
o(»,T), a(v.T) etc. auf zwei Weisen berechnen,
einmal direkt durch Multiplikation der entsprechen-
den Oszillatorfunktionen mit n,(»), zum anderen
tiber das Dichtepotential der freien Energie,

@=n, F® (86)
nach den Formeln (53) bis (67). Das Resultat ist
in allen Fillen das gleiche — mit Ausnahme der
Funktion «(», T'). Hier ergibt der erste Weg

a»T)=Vnp"=vn,gF, (87)
wihrend der zweite Weg gemil} (53)
anT)=—-@[l-g—vgl+gves
=vn, gF,®) —n, F®) + F®)[vn,g],  (88)
ergibt. Die Konsistenz verlangt also, daf§
[vn.gls—n.=0 (89)
ist. Benutzen wir fiir n,(») die Dimensionsformel
m() =27 22 (y) (8)
so ergibt (89) die Konsistenzbedingung
|3g—1+ygz/+gyxy/x=0| ) (90)
also  x=yx[gl (y)
=a(y®g) texp| jy (y'g)*dy'}  (91)
oder  g=glz](y)
=y 37! ./y y2rdy. (92)

Diese Formeln, die wir spiter auf andere Weise
wiederfinden werden, geben den Zusammenhang
der ,,thermodynamischen” Modellfunktion g(y) und
der ,statistischen® Modellfunktion y ().

Weitere Konsistenzbedingungen ergeben sich dar-
aus, dafl man die integralen Funktionen u (7,
}oi(T) etc. auf zwei verschiedene Weisen berechnen
kann, namlich einmal durch Integration der entspre-
chenden Spektralfunktion, und zum anderen auf
dem Umwege iiber das integrale Dichtepotential

/(1) = [, F©) d
()
unter Benutzung der Formeln (30) bis (33).
Sieht man zunichst vom Druck ab, so ergibt sich
hier als Konsistenzbedingung lediglich die Ver-
tauschbarkeit von Differentiation und Integration:
d / n, FO) dv = / n, Fp®) d .

dT | )
) &)

(93)

(94)
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Gleichsetzung der beiden fiir 107 (T) erhaltenen Aus-
driicke ergibt dagegen
[‘j}g(}”] Ymax :O .

Ymin

Diese Bedingung entspricht der fritheren Bedingung
=0, (79)

(95)

[vgol ™
mit der sie wegen o=@ —T @r praktisch gleich-
bedeutend ist.

Es bleibt nun noch der Zusammenhang zwischen
der zweiten thermodynamischen Modellfunktion G

und der durch die Dimensionsformel
en(v) =hvI,(y)
definierten Funktionenschar I',, zu klaren.

Zunichst stellen wir fest, dal die zu den Oszilla-
torfunktionen p®) und U®/V gehorige Funktion

(10)

C¥) =V p®)[U® (96)
mit G = 7/o identisch ist:
= Z2=Ym%e _ oo, (97)

0 n, U®)

Mit (82), (83) wird unter Benutzung von (10)

=C0) = Sy Lnyexp{—en/(kT)}
C= G =848 5 I expl—enf (6 T)} (98)
=g[1+yrny/Fn]a (99)

wo die Mittelwerte in der tiblichen Weise definiert
sind. Vom Standpunkt der Statistischen Thermo-
dynamik ist also G ein relativ komplizierter Aus-
druck, der von statistischen Mittelwerten abhingt
und daher im allgemeinen T-abhingig ist. Es geniigt
jedoch, dal das Energiespektrum des Strahlungs-
oszillators von der Form

e (v) =hvf(n) I (y) (100)
ist, damit die 7-Abhéngigkeit verschwindet:
G=g[l+ ?%z fir &,(») =h»f(n) I'(y). (101)

In diesem Fall wird

y

y 1=1+yI,/I, also 1"=exp| / 1,—;’ dy'}
J oy

(102)

(103)

mit

y=g/G.
IV. Axiomatischer Aufbau

10. Postulate

Im folgenden untersuchen wir die Konsequenzen
der folgenden Postulate:
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PO. Es existiert die thermodynamische Spektral-
funktion o(»,T) fiir die Energiedichte der
schwarzen Strahlung.

P1. Es gelten der Erste und Zweite Hauptsatz der
Thermodynamik.

P 2. Bei einer quasistatischen (adiabatisch-reversib-
len) Expansion des Strahlungshohlraums bleibt
die Anzahl der angeregten Freiheitsgrade kon-
stant (Schwacher Adiabatensatz).

P 3. Die Modellfunktion G ist temperaturunabhin-

G,=0.

P4. Fir y — y. gehen alle Funktionen von y asym-
ptotisch in die entsprechenden Funktionen der
alten Theorie iber. Dabei ist y, (=0 oder

der korrespondenzmiflige Grenzwert
von y (Korrespondenzprinzip).

Von diesen Postulaten bedarf nur P 3 einer Erlau-

terung; es ist dquivalent der Forderung, daf} fiir die

durch die Dimensionsformel

en(y) =’“’Fn(?/)
definierten Funktionen I, (y) die Zerlegung
Iy(y) =f(n) I'(y)

gilt. Diese Forderung, obwohl nicht selbstverstind-
lich, ist durch den Umstand nahegelegt, da} n die
Quantenzahl des Strahlungsoszillators ist. Ferner ist

zu bedenken, daf3 P 4 jedenfalls
I',(y) >n fir

gig:

=oo)

(104)

Y—=>Ye (105)

verlangt. Falls (104) nicht gilt, so ist letzteres nur
durch Funktionen I',(y) zu erreichen, die vom phy-
sikalischen Standpunkt aus &duflerst gekiinstelt er-
scheinen. Zu dem gleichen Resultat gelangt man,
wenn man die Funktion G selbst betrachtet. Laft
man namlich P 3 fallen, so verlangt P 4. dal}

lim G(z,y) = ; fur alle z.

y=ye
Auch das Auftreten einer solchen Funktion ist von
vornherein unwahrscheinlich. Ein weiteres Argument
zugunsten von P 3 wird in Abschnitt 12 gebracht.
Wir werden daher nur im Anhang auf die Frage
eingehen, was sich bei Fortlassen von P 3 ergibt.

11. Folgerungen

Die Folgerungen aus P 0 und P 1 sind bereits in
Teil 1I und III dargestellt.

P 2 ergibt folgendes. Es sei

N=Vn(»
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die Anzahl der Freiheitsgrade des von uns betrach-
teten Systems mit der Energiedichte

a.T) = [ o0/, T) & .

Dann besagt P 2. daf}
ON = N;- 0V + N, ov
=n)oV+Vn () ov=0
ov OV _ n [P 2]
y ¥V 'n
(106)

Benutzt man noch fiir n, die Dimensionsformel

also

gly) = —

8m11? ,
m(3) = 22 (y), (8)
so ergibt sich
lyz/z=1-3g—ysg)/ls| [P2]. (90)

Den gleichen Zusammenhang zwischen g und z
erhielten wir bereits in Teil III als Konsistenzbedin-
gung. Wenn man will, kann man hierin einen Be-
weis von P2 auf Grund der Statistischen Thermo-
dynamik erblicken. Jedenfalls rechtfertigt P2 das
in Teil 111 eingeschlagene Verfahren.

Der Zusammenhang (90) zwischen g und y er-
laubt es, die Grundgleichung (76) fir o durch
eine einfachere Differential-Gleichung zu ersetzen.
Schreibt man namlich 0 in der Form

on,T)=nhvP(z,y), (107)

so ergibt sich fiir @ aus der Grundgleichung (76)
zundéchst

P1+GC—-4g—yg,—gy 1/1+xG.]

-8y P, +(G—-g)xD,=0. (108)
Wegen (90) reduziert sich dies auf
DPG-g+26G,] —gy P,+(G—g) v D, =0
[PO—-P2]. (109)

Die Vereinfachung gegeniiber der Diff.-Gl. (76)
oder (78) besteht darin, dal} jetzt die Ableitung
von g nicht mehr auftritt. — Damit sind die Kon-
sequenzen von P 2 erschopft.

Benutzt man noch P 3. so reduziert sich die Dif-
ferential-Gleichung fiir @ auf

(1—y) P—yy D, +(1—9) 2 D,=0 [PO—P3]
(110)
mit y=yy) =gy /Gy . (103)

Das allgemeine Integral dieser Differential-Glei-

chung lautet

D(x,y)=I(y) HxI'(y)), (111)
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wo H eine willkiirliche Funktion und

I'=Ty] (y)=eXP{/y ly,_yy-dy'} (102)

ist. Somit wird

o, T) = (8:1 v2

c3

|2(y) kv "H(zI') [PO—P3].
(112)

Benutzen wir andererseits die Formeln der Statisti-
schen Thermodynamik, so ergibt P 3

o) = (257 )u(y)

iy S exp(—2T ()

PO-P3].
E exp{—z I" f(n) } [ ]

(113)

Es ist also

H(ZT) 2 f(”) e\P{_IFf("

114)
= exp{—z I f(n)} (

=J(n)

Damit ist auch P 3 ausgeschopft.
SchlieBlich ist das Korrespondenzprinzip P 4 aus-

zuwerten. Die korrespondenzmifligen Grenzwerte

fir ¥ — y. kennzeichnen wir durch den unteren

Index ,,c*. P4 verlangt zunichst

; . Go=lim G(y) =

Y=Y

(110),(116)
I'.=limI'(y)=1,

Y=Y

(117).(118)
(119)

g =limg(y) =
Y—=>Ye

Ye=limy(y) =1,
Y—=>Ye

Ze=limy(y)=1.
Y>Ye

Diese Formeln kann man benutzen, um die Integra-
tionskonstanten in den Ausdriicken (91), (92),
(102) fir y, g und I" zu bestimmen. Das Resultat

s P2P4]

lautet
exp] f
(120)

7(y) = lim (3-” 8
gly) =yt /y’zl(y') dy’, [P2,P4] (121)

Yo—>Ye \ Y
Ymin

K}
F(y):exp/ %—y/ dy [P2,P4] (122)
Ye

Die wichtigste Funktion des Korrespondenzprin-
zips besteht jedoch darin, dal} es die zunichst will-
kiirliche Integrationsfunktion H in (112) bestimmt.
Da nidmlich fiir 7 — y, sich das Prancksche Gesetz
ergeben soll. mul} H die Pranxcksche Funktion

H(z)=(ef—1)" (123)
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sein. Formel (114) zeigt dann, dal}

f(n) =n, also &,(») =nhvI'(y) (124)
ist.
Wir erhalten also schlieflich
_ 87,2 hv Iy |
e 1) =—72(y) po i T

[PO—P4] (125)
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Die hier auftretenden Funktionen y und I' unter-
liegen nur den korrespondenzmifigen Beschrankun-
gen (118), (119) sowie den thermodynamischen
Konsistenzbedingungen (79 a), (79 b). Letztere las-
sen sich mit (120), (125) in folgender Form schrei-
ben

Yy

q I'(y) i T ody’

1 { y Iy 3 ,,y,,,]z 126

;fl’ymax explzgy I'(y) }—1 y“l_?;,cyo xp ./ y &) ( a)
Y%

2 I (y) . dy’ ]

l o Y y,,,, l 3ex iy —~ =O, 126b

Ve Loy T} =1 5y Y P ) v e (126b)
Yo

Dabei ist die Abkiirzung zy=hvy/(kT) benutzt. In dieser Form enthalten die thermodynamischen Kon-
sistenzbedingungen nur noch die Modellfunktionen g und G. Eliminiert man andererseits g mit Hilfe von

(121), so lauten die Konsistenzbedingungen:

: I'(y)
1 YL
;T?/min exp{zoy F(?/)}—l

Ymin

y I'(y)

lm - y1@®
e explaey T )} —1

Ymin

Y
[v22y) ay' =0,

y
fy"" 2(y) dy' =0.

[PO—P4] (127 a)

[PO—P4] (127b)

12. Ungiiltigkeit des Wienschen Verschiebungs-
gesetzes in h-c-l-Theorien

Zum SchluB zeigen wir noch, dafl die beiden Be-

dingungen

1
=65

nicht nur hinreichend, sondern unter den Bedingun-
gen P 1 —P 4 auch notwendig fiir die Giiltigkeit des
Wienschen Verschiebungsgesetzes sind.

Zunichst stellt man fest, dal sich die Grundglei-
chung (76) fiir o genau dann auf das WiEensche
Verschiebungsgesetz

30—vo,—Tor=0 (128)

reduziert, wenn
g=G=4%+by3, (129)
wo b eine beliebige Konstante ist. Es ist also zu
zeigen, daB als Folge unserer Postulate b=0 ist.
Zuvor sei bemerkt, da (129) nicht nur y =1,
sondern auch y = 1 und somit das Praxcksche Ge-
setz ergibt; die spektrale Druckfunktion wiirde je-
doch bei b= 0 nicht mehr mit der der alten Theo-

rie iibereinstimmen. Dies bestitigt das Resultat von

Teil II, wonach o(»,T) und w(»,T) thermodyna-
misch unabhéngig voneinander sind.

Falls y. =0 ist, verlangt schon das Korrespondenz-
prinzip P 4 allein, dall 5=0. Ist jedoch y.= c, so
ist (129) mit b=+ 0 sogar mit jedem einzelnen un-
serer Postulate P 0 —P 4 vertriglich, wie man sich
leicht iiberzeugt.

DaB} dennoch (129) mit 5= 0 auch fiir y,= o
mit der Gesamtheit der Postulate P 1 —P 4 unver-
traglich ist, ergibt sich folgendermaflen. Einerseits
fithrt (129) mit P 1 — P 4 zum Pranckschen Gesetz.
Andererseits wird eben deshalb

lim [ygo] =bAT.
y—0

Die thermodynamische Konsistenzbedingung (79 a)
ist also nur erfiillt, wenn

b=0 (130)
ist.

Da das einzige unsichere Postulat P 3 ohnehin
aus (129) folgt, ist damit zugleich bewiesen: Es gibt
keine korrespondenzmaBige Verallgemeinerung der
alten Theorie, die das Wiexsche Verschiebungsgesetz

erfillt.
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13. Allgemeine Diskussion des verallgemeinerten
Strahlungsgesetzes

Trotz der Unbestimmtheit der beiden Funktionen
7 und I' 1aBt das verallgemeinerte Strahlungsgesetz
(125) einige allgemeine Bemerkungen und Folge-
rungen zu.

1. Die Verallgemeinerung des ersten (kinemati-
schen) Faktors n, (Anzahl der Freiheitsgrade pro
Volum- und Frequenzeinheit) durch den Faktor y(y)
ist trivial. Die Theorie (P 2) liefert hier lediglich den
Zusammenhang von y mit der thermodynamischen
Modellfunktion g [Formel (90)]. Solange man die
Funktion g nicht kennt, niitzt die Kenntnis dieses
Zusammenhanges wenig.

2. Die Verallgemeinerung des zweiten (dyna-
misch-statistischen) Faktors U®) (»,T) [mittlere
Energie pro Freiheitsgrad] ist sehr spezieller Natur
und daher nichts weniger als trivial. Sie lauft auf
die Ersetzung von » durch » I" heraus. Da der Aus-
druck

hv I
exp{hv I'/(kT)}—1
der kanonische Energiemittelwert fiir einen Energie-
trager mit dem Energiespektrum

e(v) =nhvI

U (»,T) =

ist, 1Bt sich diese Verallgemeinerung auch dahin-
gehend deuten, dal die Energieniveaus eines jeden
Strahlungsoszillators von der Frequenz » im Ver-
gleich zur alten Theorie alle um den gleichen Be-
trag

As=hv[I—1] (131)

verschoben sind. Dieses sehr spezielle Ergebnis be-
ruht auf den Postulaten P 3 und P 4. Da P4 (Kor-
respondenzprinzip) schon aus experimentellen Grin-
den nicht aufgegeben werden darf, kann nur P 3 in
Zweifel gezogen werden.

3. P 3 fordert die Temperaturunabhéngigkeit des
Druckkoeffizienten G. Diese Bedingung ist jedenfalls
erfiillt, wenn zwischen den zu verschiedener Frequenz
gehorenden ,,Photonen® der betreffenden h-c-I-Theo-

19 Mit ,,Wechselwirkung® meinen wir hier und im folgenden
jede Abweichung vom gewohnten Verhalten der Photonen.
Natiirlich braucht es sich dabei nicht um eine Wechselwir-
kung im mechanischen Sinne zu handeln. Solange wir die
h-c-I-Theorie und ihre begriffliche Struktur nicht kennen,
konnen wir jedoch solche Abweichungen nur unter Benut-
zung der gewohnten Begriffe charakterisieren.

192 E, Scuropincer, Proc. R. 1. A. 47, 77 [1941/42].

M. STRAUSS

rie keine Wechselwirkung ¥ besteht. (Deutet man I’
als Resultat einer Wechselwirkung zwischen ,,Photo-
nen“ der gleichen Frequenz, so konnte diese als
»Resonanzwechselwirkung® bezeichnet werden.)

Ferner ist darauf hinzuweisen, daf} eine bestimmte
Art von Wechselwirkung auch bei G, = 0 automa-
tisch erfalit ist. Dies beruht einfach darauf, daf
— Dbei endlichem Volumen des Strahlungshohlrau-
mes — die verschiedenen Frequenzen » definitions-
gemil} Eigenfrequenzen des gesamten Strahlungs-
feldes sind; sie brauchen daher nicht mit den Eigen-
frequenzen unabhangiger Oszillatoren identifiziert
zu werden. Denkt man etwa an ein System gekoppel-
ter Oszillatoren, so wird durch die Kopplung das
Frequenzspektrum des Gesamtsystems geindert, die
Eigenschwingungen des Gesamtsystems sind aber
wieder unabhingig voneinander. Diese Wechselwir-
kung .erster Art“, die lediglich zu einer Abinde-
rung des Frequenzspektrums, d. h. der Funktion n.,
fiihrt, ist bereits durch den Faktor 7(y) beriicksich-
tigt.

Besteht zwischen den zu verschiedener Frequenz
gehorigen Photonen eine Wechselwirkung ,,zweiter
Art“, so wird man fiir die Druckfunktion p (», T)
den Ansatz

P T) = [ Cly) o, T) &
0

n "’.’ v ."rd'l"’/ 6(.1//’ y//) Q(’VI, T) Q(V”, T)
0 0 (132)

machen. Der Druckkoeffizient G ist dann

C=Cy)+ [ Clyy) o, T) &, (133)
0

hingt also in der Tat in einer von G abhingigen
Weise von T' ab. Aus Dimensionsgriinden muf je-

doch
a @ 1L 1
G(y,y) = hlc G(y,y') [G dimensionslos] (133 a)

sein. Der hier auftretende Faktor I*/h ¢ ist so klein,
daf} eine eventuelle Temperaturabhéngigkeit von G
gegeniiber der y-Abhingigkeit von G véllig vernach-

* Zusatz b. d. Korr.: Nach Scurépincer 192 ergibt
die Borx—InreLpsche Elektrodynamik bereits in erster Ni-
herung eine Wechselwirkung zweiter Art zwischen den
Hohlraumoszillatoren, welche die im Text angegebene Gro-
Benordnung hat. Das Fehlen frequenzabhiingiger [-Effekte
in der Endformel [l. c. Formel (7,18)] diirfte damit zu-
sammenhidngen, dall sowohl die alte Oszillatorquantisie-
rung wie der alte Ausdruck fiir die Anzahl der Freiheits-
grade (y = 1) tibernommen werden.
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lassigbar ist. Fir 1=2-10"1 wird l4/hc~1073°
(erg/cm3) ~1, Rechnet man diese Energiedichte nach
dem Sreranschen Gesetz auf Temperatur um, so
findet man 7 = 103 °K. Erst bei einer solchen
Temperatur wiirde also eine etwaige Temperatur-
abhingigkeit von G mit der y-Abhingigkeit von G
zu konkurrieren beginnen *.

Wir kommen somit zu dem Resultat: Wechselwir-
kungen erster Art sind bereits durch die Funktion ¥
beriicksichtigt; eventuelle Wechselwirkungen zweiter
Art, die zu G, = 0 fiihren, sind von solch verschwin-
dend kleiner Grolenordnung, daf sie gegeniiber den
iibrigen [-Effekten vernachlassigt werden konnen. In
diesem Sinn kann man sagen, da} das Postulat P 4
gerechtfertigt ist.

4. Die wichtigste Eigenschaft, die das verallgemei-
nerte Strahlungsgesetz mit dem Pranckschen Gesetz
gemeinsam hat, ist die, da} auch gemifl (125) die
schwarze Strahlung als ein ideales Bose-Gas aufge-
fafit werden kann. Demgemall muf} in der A-c-l-Elek-
trodynamik sowohl der dualistische Charakter der
Strahlung wie der gewohnte Zusammenhang von
Spin und Statistik erhalten bleiben. Der dualistische
Charakter der Strahlung driickt sich am klarsten im
Schwankungsgesetz fiir die Energiedichte aus; es
wird

UMk T2U,» =UC21e(v) U®  (134)

oder
do = é2 = 92 +n.e(v) Q =Awene o+ AKorp Q- (134‘,)
Dies ist formal das gleiche Gesetz wie im Fall der
Pranckschen Strahlung.

5. Eine weitere Bemerkung betrifft die asymptoti-
schen Eigenschaften von (125). Offenbar gilt aufler

T i LANCK V3T
00, T) = gpux (1 T)
auch
== ave. , > PRav. » 135
@ omyry ¥R Ty ORam (1352)
N F z(1-1I) IE = /TEN 3 135b
oy 2L TV Qe T Qe (135D)

wo O die in der Einheit A vy/k gemessene Tempera-
tur ist:

O=kT/(hw,) .

Dabei sind jedoch die beiden zum Ravireicaschen
Gesetz fiihrenden Bedingungen nur fiir den Fall
y.=0 allgemein vertraglich, wiahrend umgekehrt die
beiden zum Wienschen Gesetz fithrenden Bedingun-
gen nur im Fall y,= co allgemein vertraglich sind.
In beiden Fillen folgt sogar die erste Bedingung aus
der zweiten fiir beliebigen Wert der Temperatur T.
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Somit verschwinden im ersten Fall (y.=0) beim
korrespondenzmiBigen Ubergang y — y. mit den
[-Effekten zugleich die Quanteneffekte, wihrend im
zweiten Fall (y.= o) beim korrespondenzmaifligen
Ubergang y — y. mit den [-Effekten auch die Wel-
len- oder Feldeigenschaften der Strahlung verschwin-
den. Diese Tatsache kann als Argument zugunsten
der Auffassung betrachtet werden, dal nur der Fall
y. = 0 physikalisch sinnvoll ist.

6. Was die experimentelle Verifizierung von Ab-
weichungen vom Praxckschen Gesetz betrifft, so er-
geben einfache Uberlegungen 3, daB l-Effekte erster
Ordnung bereits an den dullersten Grenzen der heu-
tigen MeBmaoglichkeiten liegen. Da die ersten nicht-
verschwindenden [-Effekte aller Voraussicht nach
zweiter Ordnung sind, besteht zur Zeit kaum eine
Hoffnung, durch direkte Messungen Abweichungen
vom Pranckschen Gesetz zu entdecken. Hingegen
sollten sich die [-Effekte bei der Compron-Streuung
hochenergetischer Photonen bemerkbar machen. So
ergibt z. B. das in Abschnitt 15 betrachtete Modell

an Stelle der alten Formel
5 = ) v
1+ [hv/(mc®)] (1—cos D)
die Verallgemeinerung
v I

’ ’

"'=T(y)].
(136)
Fir das allgemeinere Modell von Abschnitt 16 er-
gibt die Energie-Impuls-Bilanz keine so einfache
Formel, da sich hier die quadratischen Terme nicht
mehr wegheben. Die allgemeine Formel fiir den
Compron-Effekt lautet hier
B2(1-a"?) 4+ B2(1 —a?)
—2B'B(1—d"acos @) +2(B—B') =0 (137)
__h»T s bRy IV
B= = 5 B = — (138)
Fiir Streuwinkel in der Nihe von 72/2 ergibt dies
nidherungsweise

mit

vl 11/ ~ v [: i - B
T 1+ v/(mc®)](Q1—a acos D)
wihrend sich fiir kleine Streuwinkel niherungsweise

YI'~ yT [1_ e fy 521 —a'acos@ﬂ (140)

mc® \

(139)

ergibt. Dabei ist a ¢ die Geschwindigkeit der hypo-
thetischen Quasiteilchen des Modells.

Bei dieser Diskussion blieb unberiicksichtigt, da3
eine h-c-lI-Elektrodynamik, welche die Wechselwir-
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kung mit geladenen Teilchen einschlieit. auch noch
aus anderen Griinden zu Abweichungen von den
alten Gesetzen der Compron-Streuung, insbesondere
auch fiir die Intensititsverteilung, fithren kann 2°.

V. Modelle und Interpretationen

14. Klassifizierung

Im Rahmen unserer Theorie (P 0 —P 4) sind die
beiden Modellfunktionen g und G, bzw. y und I,
nur den asymptotischen Korrespondenzbedingungen
unterworfen und nur durch die thermodynamischen
Konsistenzbedingungen asymptotisch miteinander
verkniipft. d. h. sie sind im wesentlichen willkirlich
und unabhingig voneinander. Andererseits fiihrt
jede h-c-I-Theorie zu einer vollstindigen Bestim-
mung dieser Funktionen und damit auch zu einer
Bestimmung ihrer wechselseitigen Abhingigkeit.
Wir wollen jede Annahme, welche die beiden Funk-
tionen g und G bzw. y und I zu berechnen erlaubt,
ein vollstindiges Modell nennen. Jede Annahme, die
genau eine der beiden Funktionen g und G bzw.
7 und I' zu berechnen erlaubt oder nur einen funk-
tionalen Zusammenhang zwischen g und G bzw.
7 und I' ergibt, wollen wir ein unvollstindiges Mo-
dell nennen. In einem unvollstandigen Modell bleibt
also genau eine Funktion willkiirlich.

Ferner sprechen wir von einem Modell erster Art,
wenn in ihm der korrespondenzmiflige Grenzwert
von y gleich 0 ist (y.=0); ist dagegen y.= o,
so sprechen wir von einem Modell zweiter Art.

In einem Modell erster Art ist yp;, =0, dagegen
kann ¥, unendlich oder endlich sein. Entsprechend
ist in einem Modell zweiter Art ¥, = oc. wihrend
Ymin Null oder endlich sein kann. Modelle mit end-
lichem ¥y,.x bzw. ¥y, nennen wir beschrankt, die
tibrigen unbeschrankt. Bei den beschrankten Model-
len werden wir annehmen, dal} der jeweilige Grenz-
wert von y gleich 1 ist:

(a) Modelle erster Art: ¥y.=ynin=0, (a)
(al) unbeschriankt: ypa= oo, (al)
(a2) beschrinkt Ymax=1; (a2)

20 Vel. z. B. L. D. Laxpav in ,,Niels Bohr and the Develop-
ment of Physics®, McGraw-Hill, New York—London—
Paris 1955, p. 68.

2L M. Born, Proc. Roy. Soc., Lond. A 165, 291 [1938]. —
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Die an dieser Arbeit in Anm. ? geiibte Kritik ist nur stich-
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(b) Modelle zweiter Art: ¥y, =ympa= . (b)
(b1) unbeschriankt: %, =0, (b1)
(b2) beschrankt Yain=1x (b2)

15. Das Bornsche Modell (1938)

Um die bekannten Divergenzen in der Quanten-
feldtheorie auszuschlieffen., wird in der Arbeit von
Borx 2! im Impulsraum eine nichteuklidische Metrik
eingefiihrt derart, dal das Volumenelement im Im-
pulsraum durch

(BI) dQ=dP,dP,dP./(1 — P?/b?) (141B)
gegeben ist.

Vermoge der uiblichen Annahmen

P
(B2) N(P) = (2V/h3) f dQ (142B)
-Pmln

fur die Anzahl der Freiheitsgrade und
(B3) P=hv/c (143B)

fiir den Impuls tbertriagt sich diese Metrik auf die
Abzihlung der Freiheitsgrade (Quantenzustinde)
pro Frequenzeinheit, so da} zu dem klassischen Aus-
druck

n.= (8 a/c?) »?

der Faktor ZBony = (1 —y2) 7" (144B)

hinzutritt. Ferner wird in der Bornschen Arbeit an-
genommen, dafl das Energiespektrum eines Strah-
lungsoszillators nach wie vor durch

(B4)

gegeben ist, was auf

() =nhv

(145B)

(146B)

OBory = ), Borx QPraxck
fihrt.

Die Bornschen Annahmen (B1) bis (B4) fiihren
also auf ein vollstandiges beschranktes Modell erster
Art (y.=0. Ypax = 1) mit
(144B)
(147B)

J Borx = (1 —3/2) =

und Igous =1.

Dieses Modell ist jedoch weder thermodynamisch
noch in sich konsistent. Die thermodynamische In-

haltig, wenn man annimmt, daf} keine Oszillatorenergien
grofer als h v auftreten (v, Borxsche Maximalfrequenz).
Die thermodynamische Inkonsistenz der Borxschen Annah-
men wurde erstmalig in Anm. * erwihnt.
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konsistenz ersieht man daraus, dafl das Modell die
zweite Konsistenzbedingung (127b) nicht erfullt:

lim [(127b)Jpows = 4

"/ .
Y= Ymax efo—1

[xg=hv/(ET)].
(148B)
Die innere Inkonsistenz ersieht man bei Berechnung
des Spektraldruckes 2 (», T) oder, damit gleichwer-
tig, der Funktion G.
Zunichst ist wegen (147B)

CBOR.\' = &Bory -+ (].-LQB)

Berechnet man den Spektraldruck auf Grund von
B3 und B4 (Ideales Gas von Teilchen der Ruhmasse
Null). so ergibt sich

G Bonx = &Bory — 5. (].SOB)
Andererseits folgt aus (144B) gemal (92)

[arcsiny —y V1 —y2].

(151B)
Es niitzt auch nichts, das Postulat P2 (schwacher
Adiabatensatz) fallen zu lassen. Dann sind zwar die
Gln. (92) und (127), die auf P 2 beruhen, nicht
mehr benutzbar, so dafl (148B) und (151B) weg-
fallen. Mit (150B) wird dann aber

lim [y go]lpow = (statt 0), (152B)
y—>1

GBonngBonN:y_3 Vl —?/3

d. h. die thermodynamische Inkonsistenz bleibt be-
stehen. — In der Bornschen Arbeit fallt diese In-
konsistenz zunachst nicht auf, weil dort auf die An-
gabe der spektralen Druckdichte verzichtet und nur
der Gesamtdruck berechnet wird.

Der tiefere Grund fir die thermodynamische In-
konsistenz des Bornschen Modells liegt offenbar in
der unbegriindeten Annahme, dal} eine Abénderung
der Wellenkinematik gemafl (144B) bzw. der Me-
trik im Impulsraum gemill (141B) keinen Einfluf}
auf das Energiespektrum des Strahlungsoszillators
hat (I' = 1). Man sieht leicht, daf} die Inkonsistenz
zum Verschwinden gebracht werden kann, wenn man
diese unbegriindete Annahme fallen lafit. Ersetzt
man niamlich (145B) durch die allgemeinere Formel

ex(») =nhv I (y)
und entsprechend (143B) durch
P=(hve) I'(y) .
so ergibt die Borxsche Metrik (141B) nicht (144B),

sondern
Z'l;on.\' = ;"1 T"[l — (y T/bm) ‘-’] “,’:’

[bn = (y F)max] . (144B%)

843

In diesem allgemeineren Modell bleibt also eine
Funktion frei verfigbar (unvollstaindiges Modell!).
Diese Freiheit kann man dazu benutzen, die Kon-
sistenzbedingungen zu erfiillen.

Wir werden jedoch dieses verallgemeinerte Borx-
sche Modell hier nicht weiterverfolgen, da uns die
Grundannahme eines geschlossenen Impulsraumes
nicht hinreichend begriindet erscheint.

16. Ideale Gas-Modelle mit verschwindender
Ruhmasse

Da fiir einen Strahlungsoszillator mit dem Ener-
giespektrum
& (v) =nhvI'(y) (124)
der kanonische Mittelwert

UN(,T)y=hvT[(e*T-1) [x=hv/(kT)]

mit dem Boseschen Mittelwert iibereinstimmt, kann
man im Sinne der Bose-Statistik die Quantenzahl n
auch als Anzahl der Teilchen mit der Energie

e=hv I
auffassen. Es liegt dann nahe, diese Gleichung durch
P5a cP=ce=hvIe (153)

zu ergédnzen, wo P der Impuls der Teilchen mit der
Energie ¢ sein soll; e bedeutet den Einheitsvektor.

Diese Formeln, die sich zunéchst nur auf die einge-
schlossene Strahlung beziehen, lassen sich ohne weiteres
auf die freie (uneingeschlossene) Strahlung iibertragen.
Dabei bleibt lediglich offen, ob die Grofien

{cP,e} =hI(y) {ve v}
oder die Gréfen {ve, v}

einen Vierervektor bilden. In beiden Fillen gilt jeden-
falls die LorexTz-invariante Beziehung
2 P2—g2=0. (156)

Insbesondere bleibt also hier die Ruhmasse der Photo-
nen exakt gleich Null.

Berechnet man nun mit Hilfe der iiblichen Formel

P
Po6 N(P)=8aVh3 fPZ dP (157)
Pmln
mit Benutzung von (153) die Grofle
n= (8 v?/c?) 7 (y) .
so findet man
=T34yl /T]=y"113. (158)
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Man kann jetzt jede der Funktionen I', y, g, 7 durch
jede von ihnen ausdriicken; nur G bildet eine Aus-
nahme. da es sich als konstant erweist. Die Durch-
rechnung ergibt

. & # s .
IPly]=3y>2 | y?xdy’, (159)
Ymin
’ y o, 7
vl =30 [ y2xdy', (160)
"/m!n
3 4\ —1 7 s ’
glxl=@2n"" | y2z2dy, (161)
.’/lnin
G=1/3, (162)
7
rlgl=3g. Tlgl=exp [ 7% dy.(163).(164)
J 3y g
Ye

y
o 11—y ’ 1
z[;']::"‘eXp(3/ ’7,‘ dy ) glrl= 57:

. (163).(166)

I =T+yI,) I
(167).(168)
Das Resultat (162) entspricht der Erwartung:
G =1/3 ist charakteristisch fiir ein ideales Gas von
Teilchen der Ruhmasse Null. Als direkte Folge von
(=1/3 gilt wieder das T*-Gesetz fiir die integrale
Strahlungsdichte # (T). In der Tat wird

1 r

L= 3 riyr,

w(T)=[odv=aT* (169)
()
mit dem alten Wert von a:
s 2 dz -
@ =ape = (8 71/c?) (1;/}1)4./ NI ek (V)
0

[Die dabei zur Festlegung der Integrationsgren-
zen benutzten Bedingungen

lim yI'=0. (171a) lim yI'=o (171b)

Y—>Ymin Y= Ymax
sind mit den Konsistenzbedingungen (79) &qui-
valent, da hier

ygo=A(yI)!(e»¥T-1),
wird.]
Unabhéngig von der Wahl der willkiirlichen Funk-

tion erhalt man also bei konsistenter Vervollstandi-

[2o=hv,/ (kT)]
(172)

22 Tatsidchlich ist in der Borx—IxreLpschen Elektrodynamik
die Superposition von zwei ebenen Wellen gleicher Fre-
quenz, die Losungen der Born—IxreLpschen Gleichungen
sind, im allg. keine Lisung dieser Gleichungen. — In die-
sem Zusammenhang sei auch auf die Diskussion der Gra-
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gung dieses Modells fiir alle integralen thermodyna-
mischen Grofen stets exakt die gleichen Resultate
wie in der alten Theorie. Dabei kann man es durch
passende Wahl der freien Funktion noch so einrich-
ten, dal} z. B. das Wiensche Verschiebungsgesetz im
beobachteten Frequenzbereich beliebig gut approxi-
miert wird.

Die Konsistenz- und Korrespondenzbedingungen
konnen auf viele Weisen erfiillt werden. z. B. durch
die Funktionen

I'=Ti(y) =1+In(1+y),
I'=T,(y) =1+ Y a"y", I'=T,(y) =e’.
1

die siamtlich unbeschrinkte Modelle erster Art lie-
fern. Es lassen sich auch Modelle jeden anderen
Typs konstruieren.

Das durch P5a (153) und P6 (157) definierte
(unvollstandige) Modell ist offenbar die harmloseste
thermodynamisch konsistente Verallgemeinerung der
alten Theorie. Die Teilchen dieses Modells unter-
scheiden sich von den Photonen der alten Theorie
nur dadurch, dafl die Umrechnung von Energie-
Impuls auf die entsprechenden wellenkinematischen
GroBen nicht mehr homogen-linear ist. Es besteht
demnach zwar noch eine Zuordnung zwischen Wel-
len- und Korpuskelbild, aber diese Zuordnung hat
nicht mehr den Charakter einer Isomorphie beziig-

lich kovarianter Operationen, da — in leichtver-
standlicher symbolischer Schreibweise — aus
1 1 2 2
Pr=hI-k*, Pr=hI-k*

1 2 1 2
Puy Pr—h T (kv +kv)

nicht mehr
1 2 1 2
I (k+k) + Ik Tk

ist. Der physikalische Grund hierfiir diirfte darin
zu suchen sein. daf} in der entsprechenden A-c-l-
Theorie das Superpositionsprinzip nicht mehr gilt,
so dal} die Superposition zweier ebener Wellen,
selbst wenn diese Losungen der Feldgleichungen
sind, nicht mehr eine Losung der Feldgleichungen
darstellt 22,

Es erscheint jedoch wenig wahrscheinlich. daf} die
richtige h-c-[-Theorie ein Ideales Gas-Modell mit
G =1/3 liefert, da erfahrungsgemil eine Abinde-

folgt., weil

vitationswechselwirkung zwischen Lichtstrahlen hingewie-
sen, wo sich dhnliche Verhiltnisse ergeben; vel. R. C. Tor-
max, Relativity, Thermodynamics and Cosmology, Claren-
don Press, Oxford 1934 —1958, insbes. §§ 113, 114.
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rung der Kinematik (g + 1/3, z # 1) im allgemei-
nen auch eine Abinderung der Dynamik (G = 1/3)
nach sich zieht.

Ein weiteres Argument ist folgendes. G =1/3 ist
gleichbedeutend damit, dal die Spur des Impuls-
Energie-Tensors des elektromagnetischen Feldes ver-
schwindet. Das Verschwinden dieser Spur ist aber
wiederum gleichbedeutend damit, dal3 die Theorie
gegeniiber konformen Transformationen der Metrik
invariant ist, sofern man nur den Impuls-Energie-
Tensor mit dem metrischen Impuls-Energie-Tensor
der Theorie identifiziert 23 24, Wie bereits in der Ein-
fihrung (Teil I) betont, kann aber mit einer Auf-
rechterhaltung der konformen Invarianz insbeson-
dere in einer einheitlichen Theorie nicht gerechnet
werden. Infolgedessen wird die h-c-l-Theorie aller
Voraussicht nach zu G =1/3, d.h. zu G=G(y).

fithren.

17. Allgemeine korpuskulare Interpretation.
Quasiteilchen

Gibt man (153) und damit die idealen Gas-
modelle mit verschwindender Ruhmasse auf, so
bietet sich kein hinreichend allgemeines Postulat an,
das eine Reduktion der zwei willkiirlichen Funktio-
nen auf nur eine Funktion ermoglicht. Insbesondere
sind relativistische Invarianzforderungen fehl am
Platz, da jedes eingeschlossene thermodynamische
System ein ausgezeichnetes Bezugssystem definiert
und demgemal} die uibliche Transformation thermo-
statischer Groflen einen rein konventionellen Cha-
rakter hat?>. Man kann jedoch den umgekehrten
Weg gehen und eine dritte unbestimmte Funktion
a(y) einfithren. In einem zweiten Schritt kann man
dann eine Relation zwischen den drei unbestimmten
Funktionen postulieren und damit jede der ur-
spriinglichen Funktionen durch «(y) und eine belie-
bige der urspringlichen Funktionen ausdriicken.
Vom formalen Standpunkt ist dies nur eine Umfor-

28 A. Traurmax, Bull. Int. Acad. Polonaise Sci. Lett. Cl. IIIL,
4,679 [1956].

24 H. Sreuper, Ann. Phys., Lpz. 7. Folge (im Erscheinen).

25 In der traditionellen ,relativistischen Thermodynamik*
werden Temperatur und Warmemenge als nicht-invariante
Skalare behandelt (7'=x"1T, Q'=x—1Q). Trotz der
scheinbaren Ahnlichkeit dieser Formeln zu den Transfor-
mationsformeln fiir rdumliche und zeitliche Abstinde be-
steht hier ein grundlegender Unterschied: die letztgenann-
ten Formeln folgen zwangsldufig aus der Definition dieser
Groflen als Projektionen von Vierervektoren! Bisher hat
aber noch niemand den zur Temperatur gehorigen Vierer-
vektor entdeckt. Andererseits lassen sich die angefiihrten
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mulierung der Theorie. Man kann es jedoch so ein-
richten, daf} a(y) und die postulierte Relation eine
einfache physikalische Bedeutung haben. Man erhalt
dann eine gewisse physikalische Interpretation der
gesamten Theorie, inshesondere also ihrer Abwei-
chungen von der alten A-c-Theorie.

Die Interpretation, die wir dem genannten Ver-
fahren zugrunde legen werden, kann als allgemeine
korpuskulare Interpretation bezeichnet werden. Wir

fiihren namlich die neue Funktion a(y) durch die
Gleichung

P5b ¢cP=hvIae, a=a(y), a(y.) =1 (173)

ein, die eine Verallgemeinerung von (153) darstellt.
Offenbar ist dann a als die (in der Einheit ¢ gemes-
sene) Geschwindigkeit eines , Teilchens® mit der
Energie ¢ =hv I" zu betrachten. Gemal} der traditio-
nellen Definition

m2ct=e2—c2P?= (hvy)? (y )2 [1—-2%] (174)

besitzen diese ,,Teilchen® eine frequenzabhingige
Quasimasse m=m(y?) mit m— 0 fir y —>y..
die als Resultat einer Resonanz- oder Selbstwechsel-
wirkung gedeutet werden kann. Die so definierten
Teilchen nennen wir Quasiteilchen.

Solange man nur die eingeschlossene Strahlung be-
trachtet, bietet diese Interpretation keinerlei grund-
satzliche Schwierigkeit, da dann definitionsgemal
alle vorkommenden Groflen als Invarianten aufzu-
fassen sind.

Es ist jedoch nicht mehr moglich, diese Interpretation
auf die freie (nichteingeschlossene) Strahlung zu tiber-
tragen, ohne mit der Mechanik freier Teilchen in Wider-
spruch zu geraten, da jetzt {¢, ¢ P} offensichtlich kei-
nen Vierervektor bildet. Wir betrachten dies jedoch
nicht als Verletzung der Relativitdtstheorie, sondern als
eine Verallgemeinerung der Mechanik freier Teilchen
zu einer Mechanik unfreier (unselbstidndiger) Teilchen
(Quasiteilchen). Die Alternative hierzu besteht darin,
daB man die Ubertragung der Formeln (173) und
(174) auf die freie Strahlung untersagt. Dabei kann

Formeln auch nicht als eine neuartige Darstellung der
Lorentz-Gruppe auffassen. Sie sind somit mathematisch
ohne Fundament. Dem entspricht, daB sich auch in der
physikalischen Literatur keine Angabe dariiber finden 148t
was unter , Temperatur eines bewegten abgeschlossenen
Systems® zu verstehen ist. — Zum Unterschied von der
traditionellen sog. .relativistischen Thermodynamik® be-
handelt die relativistische Thermodynamik irreversibler
Prozesse die Temperatur als Invariante. Vgl. z. B. J. ME1x-
Ner u. H. G. Reix, Thermodynamik der irreversiblen Pro-
zesse, in S. Fricee, Handbuch der Physik III. 2. Kap. E.
Springer-Verlag, Berlin 1959.
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man sich darauf berufen, daB eine derartige Ubertra-
gung ein gleichartiges Verhalten von eingeschlossener
und freier Strahlung voraussetzt, und daf} in der alten
Theorie diese Voraussetzung letzten Endes nur deshalb
erfiillt ist, weil dort eine Eigenschwingung (stehende
Welle) der Eigenfrequenz » als Superposition zweier
fortschreitender Wellen gleicher Frequenz aufgefalit
werden kann. In einer h-c-l-Theorie des elektromagneti-
schen Feldes, in der das Superpositionsprinzip nicht
mehr gilt, wird diese Voraussetzung nicht erfiillt sein 2.

Fiir das Weitere ist die genannte Alternative ohne
Belang, da sich alle folgenden Formeln wieder auf die
eingeschlossene Strahlung beziehen.

Der zweite Schritt besteht nun darin. daf} wir wie-
der die Formel (157) zur Berechnung der Anzahl
der Freiheitsgrade benutzen. Dies ergibt

y@l)y
W al' |’

y=(aT)? (175)

Gegeniiber den Idealen Gas-Modellen mit verschwin-
dender Ruhmasse ist hier I" durch o I" ersetzt.

Die Durchfithrung des obigen Programms ergibt
u. a. folgendes:

Yy
I3y a]=3(2y) 7 [y? 2 dy. (176)
Ymin
x[l,al=(al)2[al +y(al),], (177)
al’ -
gll,a] = ; T EyG D (178)

y .
2y, al —_—(;r 1, Y% ) 23 exp (3 / 1,_7" dy'), (179)
a J Yy
Yo
-1

glmal = g [/t + L2 (180)
Cly,al=L{1+y v (181)
3| a

Die letzte Gleichung lafit eine interessante Schluf}-
folgerung zu. Fiir ein ideales relativistisches Gas gilt

nl=VY1-a?, (182)

so dal} (183)
wobei 1/3 den extrem relativistischen Grenzfall
(2—1) und 2/3 den unrelativistischen Grenzfall
(2—0) darstellt. Andererseits lautet fiir Modelle
erster bzw. zweiter Art die Korrespondenzforderung
fiir a offenbar

lim a(y) =1 (y.=0) (184a)
y—=0

bzw. lim a(y) =1 (Y= o0) . (184b)
‘/—)Q’

M. STRAUSS

Da a nicht grofler als 1 sein kann, folgt daraus

a,<0 fir y.=0. 2,>0 fir yo=~ . (185a,b)
Damit fithrt (181) auf
G> - fur Ye=0, G< fur Yo=oo . (186a,b)

In einem Modell zweiter Art (y.= ~) wire also
der spektrale Druck kleiner als der Minimalwert
beim idealen Gas, d. h. es mulite zwischen den Pho-
tonen gleicher Frequenz eine Art anziehende Wech-
selwirkung stattfinden, so dall man es mit einem
nichtidealen Gas zu tun hatte. (Dieser Fall konnte
sich vielleicht ergeben, wenn man die Gravitations-
wechselwirkung der Photonen im Rahmen der Ein-
steinschen Theorie mit kosmologischem Glied be-
riicksichtigt.) Dagegen widerspricht (186a) der
Idealen Gas-Bedingung (183) nicht, falls die maxi-
male Abweichung der Funktion G vom extrem-
relativistischen unteren Grenzwert den Wert 1/3
nicht tiberschreitet.

Natiirlich stellt der Begriff einer frequenzabhan-
gigen Quasimasse nur einen Versuch dar, gewisse
Ergebnisse. die in einer h-c-l-Elektrodynamik zu er-
warten sind, in der Sprache der alten Theorie aus-
zudriicken; es ist klar. dal} jeder derartige Versuch
zunichst zu begrifflichen Schwierigkeiten fiihren
mul}. die sich nur vom Standpunkt der neuen Theo-
rie aus aufkldren lassen.

A NHANG

Der Fall G, + 0 — Iterationsverfahren zur Losung
der unverkiirzten thermodynamischen

Diff.-Gl. (109)

Laft man das Postulat P 3 fallen, so ist im allge-
meinen G,= 0. Es gilt dann nur die unverkiirzte
Diff.-GL. (109), die eine allgemeine Losung in geschlos-
sener Form nicht zuldBt. Zu ihrer Losung kann man
das im folgenden angegeben Iterationsverfahren benut-
zen, bei dem die Losung fiir G, =0 als nullte Ndaherung
betrachtet wird.

Das Verfahren wird besonders einfach, wenn man
an Stelle der Funktion @ die Funktion

w=y D (A1)
einfiihrt, da dann die nullte Naherung
w =y I/(e"T=1) =j/ (e*—1) (A2)
lautet. Fiir die Umrechnung auf die neuen Variablen
g=al, y=yl (A3)



PLANCKSCHES STRAHLUNGSGESETZ IN h-c--THEORIEN

gelten die Formeln

D =, (A%)
Qz oz
—1 = 8 yFy =
—a b ==
Y 3y =y "y 37 T *az (45)
_ 3 3
—ip—1 . = - —
=V g +( DERTE (A6)

letzteres wegen (102). In den alten Variablen folgt
nun zunéchst aus (109)

(s[w—(—rwf] +wzxGr=g[rw,+ywy], (A7)
o o (o] o o
also G[w+zw;] =glrw,+ywy]. (A8)

o
Mit G bezeichnen wir hier die nullte Ndherung von G,
die von z unabhingig ist. Mit der Abkiirzung

R=G/G (A9)

erhilt man aus (A7), (A8) nach Umrechnung auf die
neuen Variablen bei Beachtung von (A2) schlieflich

ﬁ{w—q—i(Rw)@;:iwx-{-gjwy I (A10)
Das Iterationsverfahren lduft jetzt wie folgt:
k—1k k—1k k—1 k—1
w R+Z(w R)z =7 wz + § wy: (A11)
E ok E Ok 3 k
w R+Z(w R)z =7 wz + § wy> (A12)
k k+1 kk+1 k k
wR+:E(w R)a:=I_IUz+j7Wy' (A13)
k+1 k+1 k+1 k+1
w + z Rz=fu‘z+?7Wyy (A14)
Dabei ist aufzufassen
13 k—1
(A11) als Diff.-Gl. fir R bei konstantem w ,
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k k
(A12) als Diff.-Gl. fiir w bei konstantem R ,

k+1 3
(A13) als Diff.-Gl. fiir R bei konstantem w
k k+1

c+1
(A14) als Diff.-Gl. fiir w bei konstantem R .

Fiir die Funktionen R lassen sich Rekursionsformeln
finden. Zunichst lautet die allgemeine Losung von
(A10)

1 - - £
Rw=w+ r /[ywy—w] dx—f—%w, (Al5)

wo Y eine beliebige Funktion von 7 ist. Wendet man
k

dies auf (A13) an und setzt y wy aus (Al2) ein, so
erhilt man nach einer partiellen Integration

k+1

f k
R =

&
R + yr+i/zw

(A16)

k
Ferner lassen sich die Diff.-Gln. fiir die w durch ein-
fachere ersetzen, wenn man die ,,Rekursionsfaktoren®
fr gemal

k k—1
w = w fg

(A17)

einfithrt. Man erhélt dann bei Beachtung von (A16)

k
{(1—3) e # géag }lnszo . (A18)

Die drei letzten Formeln konnen an Stelle des ur-
spriinglichen Gleichungssystems benutzt werden. Die
Willkiir der auf jeder Naherungsstufe auftretenden
Funktionen ;. kann dazu benutzt werden, die ,,Rand-
bedingung*

G(z,0)=1/3

auf jeder Stufe der Approximation zu erfiillen.



